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préba losowa pochodzi z populacji o ciggtym rozktadzie w

przestrzeni RP z wektorem wartosci oczekiwanych m i ma-

cierzg kowariancji S,

o x - dowolny wektor losowy z tej populacji ,

o celem analizy jest okreslenie skladowych gtéwnych wek-
tora X,

o interesujg nas kombinacje liniowe wektora x, czyli iloczyny
skalarne a’x, gdzie a jest dowolnym ustalonym wektorem
z przestrzeni RP,

o wektor a jest jednostkowy ||a||> = a’a = 1, a iloczyn a’x

nazywamy standaryzowana kombinacja liniowa.
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Zmienng losowg 7(71)(x — m) nazywamy pierwsza sktadowa
gtéwna wektora x. Odjecie od 7(T1)x warto$ci statej 7(T1)m nie
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Druga sktadowa gtéwna powstaje powstaje poprzez znalezienie
takiego jednostkowego wektora ~(z) € RP, ze

var (fy(z)x) = jamax {var <aTx)}

pod warunkiem, ze

E [’Y(Tn(x —m)y 5 (x - m)} =0.
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T T
var X) = var X
@ (7(2) ) aeRrﬂ?ﬁ;(Hﬂ{ @ <a )}
pod warunkiem, ze

E [’Y(TU(X — M)y (X — m)} =0.

Druga sktadowa gtéwna, rowna 7(72) (x—m), ma najwigksza moz-
liwg wariancjg, pod warunkiem, ze jest nieskorelowana z pierw-
sz3.
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Ogblnie, k + 1-sza skladowa gtébwna wektora x, réwna
fy&+1)(x—m), odpowiadajgca standaryzowanej kombinaciji linio-
wej 7(7,—(+1)X, ma najwiekszg mozliwg wariancje, pod warunkiem,
ze jest sktadowa ta jest nieskorelowana z wczesniejszymi skta-
dowymi gtéwnymi: pierwsza, druga,... i k-ta.
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Macierz S jest symetryczna i nieujemnie okreslona, wiec jej warto$ci wiasne sg
rzeczywiste i takze nieujemne. Przyjmujemy dodatnig okres$lonos$¢ tej macierzy — jesli
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RP i do niej mozna sie ograniczy¢.
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Teraz musimy wykazac, ze pierwsza sktadowa gtéwna spetnia réwnos¢ y; =
7(71)(x — m), gdzie -4 jest pierwszym wektorem wtasnym macierzy S. Roz-
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Czyli pierwsza sktadowa gtéwna jest dana przez pierwszy wektor wtasny S.
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Musimy jeszcze wykazac, ze k-ta skladowa gtéwna (k > 2) spetnia rownosc
Yk = —y(Tk)(x — m), gdzie ) jest k-tym wektorem wtasnym macierzy S. Roz-
wazmy dowolng kombinacie liniowg a’ x, niesorelowang z 'y(c)x, i < k. Mamy:
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Poniewaz zachodzi Ay > ... > Xy > 0 Zj’.’:k cj2 = 1ivar(y) = A, to
otrzymujemy teze twierdzenia. CBDN.
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Wszystkie p sktadowe gtéwne tworzg wektor y postaci
y=T"(x-m) (1)

czyli jest to przeksztatcenie wektora losowego x w wektor y, po-
legajace kolejno na

@ przesunieciu wektora x o jego warto$¢ oczekiwang (scen-
trowania wektora),

Q liniowym przeksztatceniu scentrowanego wektora za po-
mocg macierzy ortogonalnej I'" (geometrycznie jest obro-
cenie oryginalnego uktadu wspotprzednych o pewien kat)

Osie nowego uktadu wspétrzednych , wyznaczone przez wek-
tory tadunkow ~;) sa tak dobrane, aby maksymalizowac warian-
cje rzutéw oryginalnych wektoréw losowych na te osie, pod wa-
runkiem, ze kolejne rzuty nie sg skorelowane z wczeéniejszymi./
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Prosty, dwuwymiarowy przyktad: obserwacja
byta para punktéw zdobytych przez studenta w
dwoch testach — w pierwszej grupie byt to test
z pilotazu oraz test zbiorczy z jez. polskiego
i historii. W drugiej — ten sam test z pilotazu
oraz zbiorczy z matematyki i fizyki.
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Prosty, dwuwymiarowy przyktad: obserwacja
byta para punktéw zdobytych przez studenta w
dwoch testach — w pierwszej grupie byt to test
z pilotazu oraz test zbiorczy z jez. polskiego
i historii. W drugiej — ten sam test z pilotazu
oraz zbiorczy z matematyki i fizyki.

O dla danych o duzym wymiarze ogrom-
nego znaczenia nabiera mozliwos¢ zre-
dukowania wymiaru, z matg utratg infor-
macji,

Q tutaj: na goérnym rysunku widaé, ze
zmienno$¢ w kierunku y; jest znaczenie
wieksza niz w kierunku y» — dane dwu-
wymiarowe mozna swobodnie zastgpic¢
jednowymiarowymi,

O taka redukcja w drugim przypadku jest
nieuzasadniona
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wych zmiennych (reifikacja),
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@ drugi istotny aspekt, to ewentualna moz-
liwos¢ zinterpretwoania otrzymanych no-
wych zmiennych (reifikacja),

O skladowa y. opisuje kontrast pomie-
dzy zmiennymi oryginalnymi (matema-
tycznie: pewne tadunki sktadowej gtow-
nej sag istotnie dodatnie, inne istotnie
ujemne),

O tutaj: maty kontrast w pierwszym przy-
padku, duzy w drugim

@ mozna si¢ pokusi¢ o zinterpretowanie
Y2 z Przyktadu 2 jako zdolno$¢ mysle-
nia abstrakcyjnego"(niekoniecznie sprzy-
jajaca pilotazowi), natomiast y; z Przy-
ktadu 1 jako "wobrazni"(sprzyjajaca za-
rowno dobremu lataniu jak i humani-
styce)
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Analiza sktadowych gtéwnych
°

A w jaki sposéb okresli¢ mozliwosé dokonania redukcji wy-
miaru?

Na szczescie kryterium jest dos¢ proste, dzieki temu, ze dla ma-
cierzy symetrycznej jej slad jest rowny sumie wartosci wtasnych
tej macierzy. Zatem suma wszytskich wartosci wtasnych ma-
cierzy kowariancji S jest rowna wariancji poszczegoélnych wspot-
przednych wektora x. Czyli wielkos¢

A4+ Ak

100%
Mt trp

k < p wyraza procent zmiennosci wektora losowego x wy-
jasniony przez k pierwszych sktadowych gtéwnych, gdy przez
zmienno$¢ catkowitg rozumie sie sume warianc;ji.
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euklidesowe cAi,-,- miedzy rzutami obserwacji na te podprzestrzen
minimalizowaty sume
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Niech dj, i,j,=1,..., nbeda odlegtosciami euklidesowymi mig-
dzy obserwacjami X; i Xx; w przestrzeni RP. Zdanie polega na
znalezieniu takiej podprzestrzeni R" o wymiarze r, by odlegtosci
euklidesowe cAi,-,- miedzy rzutami obserwacji na te podprzestrzen
minimalizowaty sume

V=35 (- &)

i=1 j=1

Okazuije sie, ze przestrzen okreslana przez r pierwszych sktado-
wych gtéwnych jest rozwigzaniem zadania — czyli podana pod-
przestrzen najlepiej odtwarza oryginalng konfiguracje obserwa-
Cji.

Odtworzenie konfiguracji punktdéw w przestrzeni o wymiarze
mniejszym od oryginalnego ma wielkie znaczenie, biorgc pod
uwage postep wizualizacji danych dwu- i trzywymiarowych.
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Podobnie istotne jest uzyskanie przedstawienia danych nieko-
niecznie ilosciowych w przestrzeni euklidesowej o matym wy-
miarze. Takg mozliwo$¢ stwarza zastapienie miary odlegtosci
miarami odmiennosci i skorzystanie z jednego z algorytméw
skalowania wielowymiarowego.
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Podobnie istotne jest uzyskanie przedstawienia danych nieko-
niecznie ilosciowych w przestrzeni euklidesowej o matym wy-
miarze. Takg mozliwo$¢ stwarza zastapienie miary odlegtosci
miarami odmiennosci i skorzystanie z jednego z algorytméw
skalowania wielowymiarowego.

Takie skalowanie jest szczegdlnie istotne, gdy macierz odmien-
nosci jest wyjsciowym zbiorem danych, jakim dysponujemy. W
niektorych badaniach w ogdle nie mamy do czynienia z wekto-
rem obserwaciji, a tylko z odmiennosciami miedzy obiektami.
Przykiad - badanie bliskosci brzmienia gltosek. Blisko$¢ brzmienia gtosek
(np. sizw jez. polskim) mozna zmierzy¢ wypowiadajac raz jedng, raz druga
gtoske w obecnosci kolejnych oséb i wyliczajac utamek wziecia jednej gtoski
za druga. Przeprowadziwszy takie badanie dla réznych par gtosek, uzyskuje
sie macierz podobienstwa




Skalowanie wielowymiarowe
°

Czy majgc macierz odmiennosci d;, mozliwe jest znalezienie
przestrzeni R® oraz takiej konfiguracji punktow w tej przestrzeni,
ze odlegtosci euklidesowe pomiedzy nimi 8,-,- doktadnie odtwa-
rzajg macierz d;?
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Czy majgc macierz odmiennosci d;, mozliwe jest znalezienie
przestrzeni R® oraz takiej konfiguracji punktow w tej przestrzeni,
ze odlegtosci euklidesowe pomiedzy nimi 6’,-,- doktadnie odtwa-
rzajg macierz d;?

Jezeli tak, to, czy majac przestrzen RS o podanej wtasnosci,
mozna dla kazdej liczby naturalnej u < s wyznaczy¢ przestrzen
RY oraz takg konfiguracje w tej przestrzeni, ze odlegtosci eukli-
desowe miedzy nimi minimalizujg wskaznik V?
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O zaktadamy, ze symetryczna macierz odmiennosci d; o wymiarze (n, n)
spetnia nieréwnosé trojkata,

O tworzymy macierz T' tego samego wymiaru o elementach v; = —}df,

O od kazdego elementu ~; odejmujemy $rednig warto$¢ elementéw i-
tego wiersza i j-tej kolumny macierzy T" oraz dodajemy $rednig wartos$¢
wszystkich elemntéw macierzy T,

@ otrzymang macierz oznaczamy jako &

d = (|—111T)r<|—1117>,
n n

gdzie | jest macierzg jednostkowa, a 1 jest wektorem jedynek.
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O zaktadamy, ze symetryczna macierz odmiennosci d; o wymiarze (n, n)
spetnia nieréwnosé trojkata,

O tworzymy macierz T' tego samego wymiaru o elementach v; = —}df,

O od kazdego elementu ~; odejmujemy $rednig warto$¢ elementéw i-
tego wiersza i j-tej kolumny macierzy T" oraz dodajemy $rednig wartos$¢
wszystkich elemntéw macierzy T,

@ otrzymang macierz oznaczamy jako &

d = (|—111T)r<|—1117>,
n n

gdzie | jest macierzg jednostkowa, a 1 jest wektorem jedynek.

Przy przyjetych zatozeniach, jezeli ponadto macierz ® jest nieujemnie okre-
Slona jest to rozwigzanie pierwszej czesci zadania. Macierz ® jest rzedu co
najwyzej n — 1, wymiar s przestrzeni euklidesowej, w ktérej mozna wskaza¢
konfiguracje punktéw odtwarzajacych macierz d;; jest réwny rzedowi macierzy
d.
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Algorytm uzyskiwania tych punktéw jest nastepujacy:

@ znajdz wartosci wlasne A\ > X\> > ... > )\, = 0 oraz odpowiadajgce im
wektory wiasne v; macierzy ®,

O tak przeskaluj wektory wiasne, by spetniony byt warunek v/ v, = \;
wspétrzedne n punktéw wzdtuz i-tej osi w przestrzeni euklidesowej R®
dane sg przez kolejne elementy wektora v;, wymiar s przestrzeni jest
rowny liczbie niezerowych wartosci wkasnych \;

Podany algorytm nosi nazwe skalowania klasycznego lub analizy
wspotrzednych gtéwnych.

Dzieki tej samej konstrukcji mozna odpowiedzie¢ na drugie pytanie: najlep-
sza (w sensie wskaznika V) u-wymiarowa reprezentacja punktéw o macierzy
odmiennoéci dj, u < s dana jest przez u pierwszych wektoréw wtasnych ma-
cierzy @, przy czym V = 2n(Ays1 + ... + An).
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Algorytm uzyskiwania tych punktéw jest nastepujacy:

@ znajdz wartosci wlasne A\ > X\> > ... > )\, = 0 oraz odpowiadajgce im
wektory wiasne v; macierzy ®,

O tak przeskaluj wektory wiasne, by spetniony byt warunek v/ v, = \;
wspétrzedne n punktéw wzdtuz i-tej osi w przestrzeni euklidesowej R®
dane sg przez kolejne elementy wektora v;, wymiar s przestrzeni jest
rowny liczbie niezerowych wartosci wkasnych \;

Podany algorytm nosi nazwe skalowania klasycznego lub analizy
wspotrzednych gtéwnych.

Dzieki tej samej konstrukcji mozna odpowiedzie¢ na drugie pytanie: najlep-
sza (w sensie wskaznika V) u-wymiarowa reprezentacja punktéw o macierzy
odmiennoéci dj, u < s dana jest przez u pierwszych wektoréw wtasnych ma-
cierzy @, przy czym V = 2n(Ays1 + ... + An).

Podobienstwo pomiedzy skalowaniem wielowymiarowym a analizg sktado-
wych gtéwnych staje sie réwnowaznoscia, gdy dane macierz d; jest macierzg
odlegtosci euklidesowych.

v
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Przykiad - glosowania w Kongresie USA

Dane zawierajg macierz rozbieznosci w gtosowaniach dla 15 kon-

gresmendw, dotyczaca 19 gtosowan (3 mozliwe wyniki gtosowania:

za, przeciw, wstrzymanie sie od gtosu). Odlegtos¢ jest wyznaczona

jako liczba gtosowan, w ktérych gtosowali réznie. Demokraci sg za-

znaczeni na niebiesko, republikanie na czerwono.
H S H T F F | W

R H R M R M D P
Hunt 0 8 15 15 10 9 7 15 16 14 15 16 7 11 3
Sandman 8 0 17 12 13 13 12 16 17 15 16 17 13 12 16
Howard 15 17 0 9 16 12 15 5 5 6 5 4 11 10 7
Thompson 15 12 9 0 14 12 13 10 8 8 8 6 15 10 7
Freylinghuysen 10 13 16 14 0 8 9 13 14 12 12 12 10 11 11
Forsythe 9 13 12 12 8 0 7 12 11 10 9 10 6 6 10
Widnall 7 12 15 13 9 7 0 17 16 15 14 15 10 11 13
Roe 15 16 5 10 13 12 17 0 4 5 5 3 12 7 6
Heltoski 16 17 5 8 14 11 16 4 0 3 2 1 13 7 5
Rodino 14 15 6 8 12 10 15 5 3 0 1 2 11 4 6
Minish 15 16 5 8 12 9 14 5 2 1 0 1 12 5 5
Rinaldo 16 17 4 6 12 10 15 3 1 2 1 0 12 6 4
Maraziti 7 13 11 15 10 6 10 12 13 11 12 12 0 9 13
Daniels 11 12 10 10 11 6 11 7 7 4 5 6 9 0 9
Patten 13 16 7 7 11 10 13 6 5 6 5 4 13 9 0
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o republikanin Rinaldo jest bardzo blisko demokratéw,
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