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o analiza skupien ma na celu wykrycie w zbiorze
obserwacji struktur zwanych skupieniami...

o ... czyli roztgcznych podzioréw zbioru obserwacji, wewnatrz
ktérych obserwacje sg w jakims$ okreslonym sensie bliskie,

o podzbiory rézne sg od siebie odlegte (w poréwnaniu z
elementami wewnatrz kazdego podzbioru),

o jest to przypadek klasyfikacji bez nadzoru, czyli nie
mamy préby uczgcej, ani tez wiedzy o tym, jak przypisac
klase do obserwaciji,

o zaktadamy, ze liczba skupien jest z géry ustalona, co
czyni wyznaczenie skupien dobrze zdefiniowanym
zadaniem optymalizacyjnym.
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Na poczatek: analiza skupien w przestrzeni euklidesowej RP

@ mamy n-elementowy zbiér obserwacji x;, i =1,....no
wartosciach w RP,

o chcemy podzielic te prébe na K skupien,

1 n n

T=— dji

2 ;; ! diy = d(X;, Xjr)

suma kwadratéw odlegtosci  kwadrat odegtosci pomigdzy

pomiedzy parami punktéow  oObserwacjami X; i X;

proby

o w ten sposob dokonaliSmy arbitralnego podziatu
obserwacji na K roztgcznych podzbiorow k = 1, .., K, gdzie
oznaczymy C(i) = k jako przynalezno$¢ i-tej obserwacji x;
do k-tego podzbioru.
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Sume kwadratéw T mozna roztozy¢ na sume kwadratow
odlegtosci pomiedzy parami nalezacymi do tego samego
skupienia oraz parami nalezacymi do réznych skupien

K
T=—W+B ZZ 2 dr

C(i)=k C(i")=k
W - within the cluster
B - between clusters

- x P

k 1 C(i)=k C(i")#k
Zmieniajac podziat punktéw na K skupien, zmlemamy WiB(T
jest takie samo).

Czyli analiza skupien to minimalizacja rozrzutu punktow
wewnatrz skupien — minimalizacja W (maksymalizacja B).
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Oczywiscie, ogolnie jest zadanie kombinatoryczne, ale liczba
sposobdw, na ile mozna podzieli¢ n obserwacji na K skupien to

I Y ) < }; > k", co w przypadku n =100i K =5

daje okoto 10%7.

Sume W mozna tez zapisa¢ jako

W= Z Z d(x;, my)ng,

k=1C(i)=

gdzie
@ ng - licznosc skupienia k (liczba obserwaciji),
o my = nlk >_c(i)=k Xi - Srednia wektorowa obserwacii
nalezgcych do k-tego skupienia (Srodek skupienia)
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Q inicjalizacja poczatkowych K $rodkéw my,
Q@ w pierwszym kroku przypisujemy punkty do najblizszych
Srodkow my
o jezeli mniej niz K skupien — powrot do kroku 0
Q obliczamy nowe $rodki skupien i wracamy do kroku 1
Q@ kontynuujemy iteracje, dopdki zaden punkt nie przeniesie
sie z jednego skupienia do drugiego
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@ mozna tez poczatkowo narzucic¢ skupienia, a potem liczy¢é
srodki

o algorytmy sg zbiezne, ale niekoniecznie do rozwigzania
globalnie optymalnego — moga to by¢ lokalne minima,

o dlatego warto wielokrotnie stosowa¢ dany algoruym dla
roznych warunkow poczgtkowych
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hierarchiczne

o w przypadku algorytméw K-means konieczne jest podanie
z géry liczby skupien K,

o czesto faktycznie K jest narzucone poprzez typ problemu
np. firma moze zatrudni¢ K sprzedawcow i nalezy
rozdzieli¢ baze danych klientéw tak, aby klienci byli jak
najbardziej podobni

o czesto jednak konieczne jest optymalne rozdzielenie
obserwacji na skupienia i tym samym wyestymowanie z
danych optymalnej wartosci K*,

o moze sie wydawac, ze odpowiednim wskaznikiem jest w...



Optymalna liczba skupien
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o..aleW spada wraz z liczbg skupien,

o dlaczego? istnieje coraz wiecej Srodkow, wiec Srednia
odlegto$¢ bedzie sie zmniejszata
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Konstruujemy kolejno rozwigzania z K = 1, 2, ... skupieniami i
zaprzestajemy z chwila, gdy r6znica pomigedzy dwiema
kolejnymi W przestaje by¢ duza
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Atrybuty nieliczbowe
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Co zrobi¢, gdy obserwacje x przyjmujg atrybuty nieliczbowe?
Odlegtos¢ mozna zastgpi¢ odmiennoscia.

Kazda z p sktadowych obserwacji i przyjmuje wartosc x,(k) € {0,1}.
Oznaczmy:

@ awspotrzednych ma te samg wartosc 1,

O b wspétrzednych ma ceche x* = 1i x* =0,

O ¢ wspbhrzednych ma ceche x{ = 0 x =1,

@ d wspotrzednych ma te samg wartosc 0,

Odlegtos¢é Hamminga jest réwna liczbie wspoétprzednych, ktérych
wartosci sg dla obydwu obserwacji rézne (dj = b + ¢).

x|t 1.0 1 0 1 0
x|1 0 1 0 0 1 1
X X X x | dij=4
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Unormowana odlegtos¢ Hamminga (wspétczynnik dopasowania):

~  bt+c

& — 1_a+d

p p

W poprzednim przyktadzie 8,-,- = %.

Wspoétczynnik Jaccarda okresla stopien odmiennosci jako

di— b+c  b+c
' at+bt+c p-d

Innymi stowy ten wspotczynnik traktuje warto$¢ 0 jako brak atrybutu
— brak ten nie przyczynia sie do lepszego rozréznienia obiektéw.
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A co w przypadku danych mieszanych (np. liczbowych i
jakosciowych)?

Aby je policzy¢:
o nalezy najpierw okresli¢ wspotczynnik podobienstwa
oddzielnie dla kazdej sktadowej wektora,
o przyjmuje sie, ze wartosci moga by¢ nieporéwnywalne gdy
@ brakuje wartoéci w jednym z obiektow,
@ zmienna jest binarna i nie wystepuje przynajmniej w
jednym z obiektow,
o zaréwno sam wspoétczynnik s;i jak i jego wartosci
czgstkowe sji sg unormowane,
@ mozliwo$¢ poréwnania k-tej sktadowej opisuje
wspotczynnik 0, przyjmujgcy warto$¢ 1 (mozliwe
poréwnanie) lub 0 (przeciwna sytuacja).
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P
= MCNCY
5= 2 sjk=1- SRS B —
> ik " zakres k-tej zmiennej
k=1
' wartos$¢ zmiennej k
obiekti-ty |1 1 0 O
S — { 1, gdy x = x obiektjty [1 0 1 0
0, w przeciwnym przypadku Sijk 1 0 0 O
" Dijk 1 1 1 0
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Jak sobie radzi¢ z wartoscig Srednig?

Srednia zbioru Z; wyznacza punkt w przestrzeni RP minimalizujacy
sume kwadratéw odlegtosci od tego punktu do wszystkich punktéw
zbioru Z:

7, = argmin Z d(x;,y)

X;€Zx

Czyli zadanie minimalizacji W jest rbwnowazne nastepujgcemu
zadaniu minimalizacji wzgledem rodziny C wszystkich mozliwych
podziatéw proby na K roztgcznych skupien i jednoczesnie wzgledem
Srodkéw tych skupien.

K
min d(Xi,Yci)) = min d(Xi,Yk)
CAVE, ,; P ,21: C(Z )

W efekcie srodkiem takiego skupienia moze by¢ tylko jeden z
elementow.
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o opierajg sie na pomiarze uogdélnionej odmiennosci miedzy |
dwoma dowolnymi zbiorami obserwacji,

o nie wymagajg z goéry okreslenia liczby skupien,

o w pierwszym kroku metody algomeracyjnej tworzymy tyle
skupien, ile jest obserwaciji,

o w nastepnym kroku w jedno skupienie tgczona jest para
najmniej odlegtych obserwaciji,

o z koroku na krok skupien jest coraz mniej, az w ostatnim
powstaje cata préba w jednym skupieniu,

o w efekcie otrzymuje sie nieskierowane drzewo
(dendrogram),

o to samo mozna otrzymac "idac od gory"(metoda oparta
na dzieleniu), ale jest to duzo bardziej ztozony
obliczeniowo.
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@ odmienno$¢ najblizszego sasiada (single linkage) miedzy
skupieniami i oraz j jest rowna najmniejszej sposréd n;n;
odmiennosci miedzy parami obserwacji, z ktérych jedna jest z
jednego a druga z drugiego skupienia,

Q odmienno$¢ najdalszego sasiada (complete linkage) miedzy
skupieniami i oraz j jest rbwna najwiekszej sposrod n;n;
odmiennosci miedzy parami obserwacji, z ktorych jedna jest z
jednego a druga z drugiego skupienia,

Q odmienno$¢ srednia (average linkage) — usredniona warto$é
odmiennos$ci miedzy parami obserwacji.

Dx,j = min{ Dy, Dj} = % (Di + Dij — | Dix — D)
Dy j = maX{Dkf, ij} = 1 (D + Dy + |Dik — Dy))
Dklj D/k+

000

n,+n,



Ponizej prosty przyktad metody aglomeracyjnej: po lewej dane, po $rodku
dendrogram, a po prawej faczenie sie kolejnych skupien (ujemne wartosci
oznaczajg fagczone obserwacje, natomiast dodatnie oddajg klastry potaczone
w podanym kroku algorytmu - np. -17 1, to potgczenie obserwacji nr 17 z
klastrem powstatym w pierwszym kroku).
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Metode mozna wykorzystac takze do bardziej subtelnych danych: ponizej
zestawienie gtoséw oddanych na kandydatow Republikanéw w wyborach
prezydenckich USA dla r6znych lat i réznych stanéw.
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