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Klasyfikator bayesowski

Klasyfikator bayesowski
Zaobserwowany wektor x klasyfikujemy jako pochodzący z tej
klasy k , dla której wartość

p(k |x) k = 1, ...,g

jest największa.

p(k |x) - prawdopodobieństwo, że obserwacja x pochodzi z klasy k

Twierdzenie Bayesa

p(k |x) = πk p(x|k)∑g
r=1 πr p(x|r)

=
πk p(x|k)

p(x)

p(x|k) - rozkład obserwacji x z klasy k ,

πk - prawdopodobieństwo a priori, że obserwacja pochodzi z klasy k ,

p(x) - prawdopodobieństwo pojawienia się obserwacji x.
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LDA

Rozważmy k klas i obserwacje x pochodzące z
wielowymiarowego rozkładu Gaussa p(x|k) ∼ N (mk ,S), czyli:

p(x|k) = 1

(2π)
p
2 |S|

1
2
exp

[
−1

2(x−mk )
T S−1(x−mk )

]
każda klasa k jest scharakteryzowana wartością
oczekiwaną mk

wszystkie klasy mają taką samą macierz kowariancji S
Korzystając z reguły bayesowskiej można określić funkcję
dyskryminacyjną dla g = 2

δ12(x) = ln p(1|x)
p(2|x) = ln π1

π2
+ ln p(x|1)

p(x|2)

czyli

δ12(x) = ln π1
π2

+ 1
2(m1 −m2)

T S−1(m1 + m2) + (m1 −m2)
T S−1x
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LDA

Jeżeli δ12(x) > 0, to obserwacja x zostaje sklasyfikowana jako
pochodząca z klasy 1, jeśli δ12(x) < 0, to x jest z klasy 2.

Równanie hiperpłaszczyzny dyskryminacyjnej

ln π1
π2

+ 1
2(m1 −m2)

T S−1(m1 + m2) + (m1 −m2)
T S−1x = 0

Próba losowa z n1 = 60,
n2 = 10.

S =

[
1 0
0 1

]
m1 =

[
2
2

]
m2 =

[
−1
−1

]
W przypadku gdy W = S oraz
π1 = π2 otrzymujemy
dyskryminacje Fishera
(kreskowana linia).
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LDA

Jeżeli g > 2 można podać równania hiperpłaszczyzn
rozdzielających pary klas.

Równanie hiperpłaszczyzny dyskryminacyjnej dla LDA

δkl(x) = ln π1
π2
+ 1

2(mk−ml)
T S−1(mk +ml)+(mk−ml)

T S−1x = 0



Klasyfikator bayesowski LDA i QDA Metoda najbliższych sąsiadów Odległość Przykład Wymiar Metoda CNN

QDA

W przypadku metody QDA (quadratic discriminant analysis)
zakładamy różne macierze kowariancji p(x|k) ∼ N (mk ,Sk ).

Równanie hiperpłaszczyzny dyskryminacyjnej dla QDA

δkl(x) = ln π1
π2

+ 1
2 ln |Sk |

|Sl | + xT (S−1
l ml − S−1

k mk )− 1
2xT (S−1

l −
S−1

k )x− 1
2mT

l S−1
l ml +

1
2mT

k S−1
k mk = 0
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Metoda najbliższych sąsiadów

bezpośrednie oszacowanie warunkowego
prawdopodobieństwa a posteriori p(j |x) przynalezności
zaobserwowanej wartości x do klasy j ,
każdy estymator musi się opierać na próbie uczącej:

naturalny sposób oszacowania p(j |x) to porównanie
gęstości rozmieszczenia obserwacji z różnych klas w
bezpośrednim otoczeniu x.

Bezpośrednie otoczenie

Tylko czym jest bezpośrednie otoczenie?
Jak je zdefiniować? Ile obserwacji z każdej z klas g jest w
bezpośrednim otoczeniu?
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Metoda najbliższych sąsiadów

k obserwacji (k -nearest neighbors,
k-nn) najbliższych xi spośród
wszystkich x1, ...,xn

Czyli bezpośrednim otoczeniem punktu x jest kula w Rp, o
środku w x i promieniu takim, żeby znalazło się w nim
dokładnie k obserwacji xi

p(j |x) =
∑
〈k〉 x ∈ j

k

Obserwacja x zostanie
sklasyfikowana do tej klasy j , z której
pochodzi najwięcej spośród k
najbliższych punktowi x obserwacji
próby uczącej
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Wariant k-nn: (k,l)-nn

Podobnie, jak poprzednio, ale wśród k
najbliższych sąsiadów przynajmniej l
należy do klasy [tutaj np. (4,3)-nn)]

W przeciwnym wypadku decyzja nie zostaje podjęta (dobre
przy nierównych kosztach klasyfikacji)

Uwagi
1 Jeżeli jest więcej niż k równoodległych obserwacji, to bierzemy

wszystkie (tutaj: 3-nn, ale bierzemy 4 punkty)
2 w przypadku “remisu” decyzja należy do eksperymentatora
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Odległość w metodzie najbliższych sąsiadów

Kolosalne znaczenie dla jakości dyskryminacji ma postać
przyjętej metryki (definicji odległości):

najczęściej: euklidesowa,
niekiedy: odległość Mahalanobisa
dm(x,y) =

√
(x− y)A(x− y)T

szczególnie istotne na granicy klas
można dobrać macierz A tak, aby
zminimalizować błędy (za pomocą
kroswalidacji)
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Odległość Mahalanobisa

Odległość między dwoma punktami w n-wymiarowej
przestrzeni, która różnicuje wkład poszczególnych składowych
oraz wykorzystuje korelacje miedzy nimi.

dm(x,y) =
√

(x− y)C−1(x− y)T (1)

Przypadki:
równe wariancje i brak korelacji (C = I) (odl. euklidesowa,
punkty o równej odległości tworzą okrąg),

różne wariancje i brak korelacji C =

[
σ2

x 0
0 σ2

y

]
(punkty o

równej odległości tworzą elipsę)
różne wariancje i korelacje C - pełna macierz kowariancji
(punkty o równej odległości tworzą obrócona elipsę)
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Przykład
5-nn, α = 0.91
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Przykład
5-nn, α = 0.91
3-nn, α = 0.95
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Przykład
5-nn, α = 0.91
3-nn, α = 0.95
1-nn, α = 1.00
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Przekleństwo wymiarowości (ang. dimensionality curse)

metoda k-nn ma duże
problemy w przypadku
danych o wielu
wymiarach,
weźmy przypadek, gdy
punkty są rozłożone
jednorodnie w kostce o
wymiarach [− 1

2 ,
1
2 ]

p,
poszukajmy mediany
promienia otoczenia dla
1-nn zlokalizowanego w
środku układu
współrzędnych,
mediana szybko zbliża się
do wartości 1/2.
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Przekleństwo wymiarowości (ang. dimensionality curse)

jak sobie z tym
poradzić?
potrzebna jest
dodatkowa informacja
o układzie, dotycząca
np. rozrzutu
(wariancji) punktów w
konkretnym wymiarze,
wykorzystywane są
wtedy metody
wstępne (np. LDA,
PCA), aby zredukować
zbiór danych
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Condensed Nearest Neighbors (CNN)

W wielu przypadkach konieczne jest ograniczenie zbioru danych, na
podstawie których podejmowane są decyzje (zbyt wiele odległości do
uwzględnienia).

po pierwsze, pozbywamy się punktów odstających (outliers):
czyli tych, które zostały źle sklasyfikowane dla danej metody,

pozostałe punkty rozdzielamy na prototypy oraz punkty
absorbujące,

Mając zbiór X = {x1, x2, ..., xn} punktów z PU:

dodajemy do zbioru U punkt x1,

przeszukując zbiór X , szukamy elementu zbioru x , którego najbliższy
prototyp z U ma inną klasę niż niż x ,

usuwamy x z X i dodajmy do U„

wykonujemy do momentu, gdy nie znajdziemy już nowych elementów
do dodania do U„
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Wyniki
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