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o w pewien sposéb powigzana ze sktadowymi gtéwnymi, ale
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x =[x, . xPT e RP

Wektor obserwaciji x jest wektorem losowym o wektorze warto-
§ci oczekiwanych m i macierzy kowariancji X.

z=[z), .. 2,7 e R¥
przy czym k < p.

Stawiamy hipoteze, ze wektor obserwacji X mozna modelowac
jako liniowe kombinacje mniejszego zbioru k ukrytych zmien-
nych losowych z. Zmienne z sg nieobserwowane.
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X=m-+Az+e

W powyzszym rownaniu A, k) jest macierza statych, niezna-
nych wspotczynnikow o, i = 1,...,p,j = 1,..., k, natomiast e jest
wektorem losowym, czesto nazywanym wektorem btedow .

e=[e"), .. e eRrP
Poczynione sg nastepujace zatozenia:

E(z)=0 cov(z) =1
E(e)=0 cov(e)=¥ cov(z,e)=0

gdzie ¥ jest macierzg diagonalng o elementach V; na przekat-
nej.
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zmienne = . X czynniki + czynniki
obserwowane J (EELRT wspolne specyficzne

Policzmy teraz macierz kowariancji wektora obserwaciji

3 = cov(x) = cov (Az + e) = cov(Az) + cov(e) =
= Acov(z)cov(z")AT +cov(e) = AAT + &

W szczegdlnosci wariancje zmiennych x() majg postaé

k
oii = Y _ 65 + Vi
j=1

czyli sa suma wariancji specyficznej v;; (zwigzanej tylko ze
zmienng x() oraz wariancji wspolnej.
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w efekcie rzgdzony przez k ukrytych czynnikow, kitérych zna-
czenie musi by¢ oddzielnie okreslone. Interpretacja polega na
wykryciu tego, co ukryte czynniki moga oznaczac.

Ze strony technicznej problem sprowadza sig¢ do kwestii estyma-
cji nieznanych parametrow ¢; oraz ;.
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nie zmienia postaci modelu, gdyz

X =m+ (AG)(G'2) )

gdzie Gk ) jest dowolng macierzg ortogonalna.
W efekcie zmiana macierzy A na AG nie prowadzi do zmiany
postaci kowariancji X:

¥ = (AG)(AG) + ¥ =AAT + W )

Takie pomnozenie lewostronnie przez macierz G odpowiada ob-
rotowi czynnikéw w przestrzeni RX. Prowadzi to do odpowied-
niej zmiany warto$ci tadunkoéw, ale zadnej zmianie nie podlega
rozktad macierzy X
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Powszechnie przyjetym rozwigzaniem jest narzucenie dodatko-
wych warunkéw na elementy macierzy A lub macierzy A i ¥
tak, aby otrzymaé jednoznacznos$¢. Jednym z najprostszych
(catkowicie arbitralnym) warunkiem jest zazadanie, aby macierz
AAT byta diagonalna.

Otrzymawszy jako macierz tadunkéw A i macierz ¥ mozna
swobodnie dokona¢ dowolnego obrotu wektora czynnikéw ukry-
tych — jest to nam na reke, gdyz pozwala na wybranie takiego
obrotu, by nowy wektor G’z dawat tadunki umozliwiajgce jak
najlepsza interpretacje nowych czynnikéw.
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dodatkowych wiezoéw. Ostatecznie zachodzi nieréwnosé
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gdzie 6; = v/ oraz zV) = yU)/, /X; i \; sa wartosciami wta-
snymi macierzy ¥ = I'AT'7. Formalnie mamy wiec takg sama
postac¢ réwnan.
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4.3 FA: Example

120 students have each taken five exams, the first two covering mathematics, the next two on
literature, and a comprehensive fifth exam. It seems reasonable that the five grades for a
given student ought to be related. Some students are good at both subjects, some are good at
only one, etc. The goal of this analysis is to determine if there is quantitative evidence that the
students' grades on the five different exams are largely determined by only two types of

A factor distinguishing

and bad in literature or
rsa

vice

An overall factor affecting to all exams (mainly the
comprehensive, then literature and finally mathematics).
This can be interpreted as a general intelligence factor.

those good in mathematics

The comprehensive
exam is the easiest to
predict with these two

0.1944 «—— factors

T Normalized to 1 (1=no variance
reduction obtained by
commonalities; O=all variance is
explained by commonalities)
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Przyktady

4.3 FA: Example

Example: count =

I 11 9 Traffic count in three

7 13 11 different places

14 17 20 (thousands/day)

1L a3 9

43 51 69

Loadings = NoisevVar =
0.9683 0.0624
0.9636 0.0714
0.9913 0.0172

As expected X3 is highly related to the
main factor, and it mostly explains the
traffic in X1 and X2. The noise is
coming from the red arrows.
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W obu przypadkach interesuje nas nastepujgce zagadnienie:

Znalez¢ takie wektory v i w, ze korelacja
pomiedzy a = Xv ib = Yy jest maksymalna ’

Przy zatozeniu, ze korzystamy ze wspétczynnika korelacji p sprowa-
dza sie to do nastepujacego sformutowania

max p = E(ab) przy warunkach E(a?) =1 E(b?) =1 J
a,

Warunki narzucajg po prostu jednostkowe odchylenie standardowe,
ponadto milczaco zaktadamy, ze mamy do czynienia z wysrodkowa-
nymi danymi (tzn. E(X) = E(Y) = 0).
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Oczywiscie, standardowo kolejnym krokiem jest wyznaczenie pochod-
nych wzgledem v oraz w:

SxTyiw — A S xIxv
i i

Syixv - ylyw
] ]

Jeslibysmy pomnozyli pierwsze réwnanie przez v', a drugie przez w’
i odjeli je stronami, to otrzymaliby$my w rezultacie, ze A\ = Ao = .
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Finalnie:

o wektory kanoniczne (v, w) sg wektorami wiasnymi
odpowiadajgcymi r najwiekszym wartosciom wtasnym
1> >0 >..>)2>0,

o wartosci wtasne sa réwne wspotczynnikom korelacji
podniesionym do kwadratu,

O kolejne pary (v;, w;) sg do siebie ortogonalne.
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Podobnie jak w przypadku SVM mozemy sie pokusi¢ o wprowadzenie
zaleznosci nieliniowych, opisujacych dane, tzn. wykorzystac koncep-
cje jader. W tym celu przedstawiamy wektory kanoniczne (v, w) jako
kombinacje liniowe
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L=a"KK,3 - > (a"K2a — N) — % (B"KZB—N),

,przy czym wspétczynniki o, 8 € RV, natomiast

Ko =" ®(xi)  ®(x),

jest macierzg Grama i tworzy sig jg jako (Kx); = K (Xi, X;).
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1stKernel Canonical Variate a

Figure 3: Kernel canonical correlation example. The data consists of two sets of 100 points each. For X the points are lying on
a circle (solid points) while Y (circles) describe a sine curve (points correspond by arclength). For X we used a RBF kernel
(o = 1) and for Y a homogeneous polynomial kernel of degree (d = 2). The lines plotted describe regions of equal score on
the first canonical vectors, which can be thought of as orthogonal (see Scholkopf et al. (1998)). This is shown for vi € L{®’y}
(upper) and for w; € £{®",} (middle). The bottom plot shows the first pair of kernel canonical variates (a;, by ) showing that
($(x:),v1) # and (¢(y:), w1) » are highly correlated fori =1,..., m.
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°0

Przejdzmy teraz do “wzbogaconej” przestrzeni ¥(x), w ktérej analogiczna ma-
cierz kowariancji S bedzie miata postac

N
Z (x)®(x)’, J

Podobnie jak poprzednio, szukamy wartosci wtasnych A oraz wektoréw wia-
snych V dla

AV = 8V, J
co mozemy réwniez zapisaé jako

AB(xk) V==(xc) -8V dla k=1,.N J

Poniewaz wektor V rozpina sie w przestrzeni ®(x4), ..., ®(xy), mozna go za-
pisaC w postaci

N
V= Za,@(xi), ’
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