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e0

Linear discriminant analysis (LDA) stara sie zredukowac wy-
miarowos¢ problemu, zachowujac tak wiele informacji o pier-
wotnym zbiorze, jak tylko mozna. Metoda, stworzona przez sir
Ronalda A. Fishera, polega na rzutowaniu obserwacji na opty-
malny kierunek w przestrzeni.

o 1890 — 1962,

o genetyk i statystyk brytyjski,

o twérca takich poje¢ jak metoda
najwiekszej wiarygodnosci (ang.
maximum likelihood), analiza wariancji
(ANOVA), test Fishera (F-test) czy
informacja Fishera.
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W skrocie: jak odrézni¢, do ktérej klasy nalezy dany przypa-
dek?

Mamy dwie klasy: A i B. Kazda obserwacja i ma warto$¢ x;.

Klasa A
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W skrocie: jak odrézni¢, do ktérej klasy nalezy dany przypa-
dek?

Mamy dwie klasy: A i B. Kazda obserwacja i ma warto$¢ x;.

1
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Klasa A
o A X
Liczymy $érednig arytmetyczng w klasach XA : XB
1
1

Li Sredni * — 1 (y 7
iczymy Srednig arytmetyczng Xt = é (XA _|_ XB)

Pojawia sie nowa obserwacja j. Do ktorej klasy jg zaliczymy?
X <x* = xcA
Jezeli .
Xi>x* = xe€B
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Mamy préby nalezace do dwoch klas y € {A, B}: (X1, ¥1), (X2, ¥2), ...,
(xn, ¥n), gdzie x; to /-ta obserwacja, a y; to jej przynaleznos¢ do
jednej z klas.

Kazdy element x jest W kadej klasie mozemy wyznaczyé
wektorem kolumnowym wartos¢ Srednig
o diugosci p ,
1 I=n
7 X = 2 X
_ x? i=1
Xj = l
N oraz macierz kowariancji
e
I 1 i=n
Warto$¢ p okresla S = (xi —X)(x; — %)
wymiar uktadu (ogoinie n—1-

niekoniecznie przestrzen
fizyczna).
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Gtowne zatozenie metody LDA: macierze kowariancji w obu kla-
sach sg takie same. W efekcie macierz kowariancji wewnatrz-
grupowej W wyraza sie wzorem:

Nk

2
T n- 22 (M = 1)Sk = nigZZ(xki—ik)(in—ik)T

k=1 k=1 i=1

Sk - macierz kowariancji w klasie k,
n = ny + no - liczba danych w obu klasach

Oczywiscie, w rzeczywistosci ciezko znalez¢ przypadki o takich
samych macierzach kowarianciji, ale podejscie dos¢ dobrze pra-
cuje nawet w przypadku odchytek.
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organizacyjne Ja Fisheradla g > 2

Znajdz taki kierunek a, ktéry najlepiej rozdziela podpréby
uczace. Za miare rozdzielnosci wez kwadrat odlegtosci pomie-
dzy Srednimi arytmetycznymi wzdtuz kierunku a, znormalizo-
wany przez zmiennos¢ klas w kierunku a.

(aTX_2 = aTx'1)2

= a’Wa

Zmienno$¢ obserwaciji wewnatrz klas w kierunku a:

Var(a’x)=a’Wa
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Czyli szukamy wektora maksymalizujacego wyrazenie dane
rownaniem (1). W tym celu rézniczkujemy (1) po a

= (@)

d)  d [(@%-aTk)’
da da a’Wa
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i przyréwnujemy mianownik do zera. Wyroznione elementy sg
skalarami, oznaczymy je jako Ai B:

A(Xp—%)T —Ba’W=0 J
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organizacyjne Ja Fisheradla g > 2

Ostatecznie, wektor a, maksymalizujgcy wyrazenie J ma po-
stac¢

a~ W' (X — %)

Czyli obserwacja x spetniajgca warunek

@’ (x— %) < [@" (x — %)

zostanie uznana za przynalezng do klasy A.
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organizacyjne Ja Fisheradla g > 2

Ostatecznie, wektor a, maksymalizujgcy wyrazenie J ma po-
stac

a~ W% - X%)

Czyli obserwacja x spetniajgca warunek

@’ (x— %) < [@" (x — %)

zostanie uznana za przynalezng do klasy A. Natomiast hiper-
ptaszczyzna dyskryminacyjna jest dana réwnaniem

O — %)W [x %(x} +x‘2)] =0
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Przyktad 1 - 2D
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Przyktad 1 - 2D
(rozktady symetryczne)

X 2 2 2 1 3
1= 2 1 3 2 2 J
x 6 6 6 5 7
2= 0 -1 1 0 O J
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Przyktad 2 - 2D
(rozktady eliptyczne)
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Przyktad 2 - 2D
(rozktady eliptyczne)
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Przyktad 3 - 3D
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Liniowa analiza dyskryminacji

Mozna zauwazy¢, ze

gdzie x to Srednia ogdlna ze wszystkich obserwaciji.
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Mozna zauwazy¢, ze

— — 2 p— — — —
(asz - aTx1) =a'(Xp — X;)0% — X3)

_Mte 7 T
= nk(Xx — X)( X)'a
. Z Xk Xic — X)

gdzie x to Srednia ogdlna ze wszystkich obserwacji. Mozemy
dzieki temu zdefiniowa¢ macierz charakteryzujgcg zmiennos¢
miedzygrupowa

nk(x'k = )_()(X_k = )_()

o
Il
1M
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W efekcie maksymalizacja ze wzgledu na a ilorazu

(aTx'z = aTx'1)2 ’
a’Wa

jest rownoznaczna maksymalizacji wyrazenia
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a’Wa’

co daje mozliwos$¢ uogdlnienia metody Fishera na liczbe g > 2
klas.
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Liniowa analiza dyskryminacji

Wektor a maksymalizujgcy wyrazenie
a’Ba
a’Wa

jest wektorem wtasnym macierzy W—'B, odpowiadajgcym
najwiekszej wartosci wlasnej tej macierzy




rganizacyjne i Ja Fisheradlag > 2

Wektor a maksymalizujgcy wyrazenie

a’Ba
a’Wa

jest wektorem wtasnym macierzy W—'B, odpowiadajgcym
najwiekszej wartosci wlasnej tej macierzy

Obserwacje x przypisujemy do klasy j ,jezeli
a"(x - X)) < [a7 (x — X))

dla wszystkich k # j.
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