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Wprowadzenie

Liniowa analiza dyskryminacji

Linear discriminant analysis (LDA) stara się zredukować wy-
miarowość problemu, zachowując tak wiele informacji o pier-
wotnym zbiorze, jak tylko można. Metoda, stworzona przez sir
Ronalda A. Fishera, polega na rzutowaniu obserwacji na opty-
malny kierunek w przestrzeni.

Ronald Fisher
1890 — 1962,
genetyk i statystyk brytyjski,
twórca takich pojęć jak metoda
największej wiarygodności (ang.
maximum likelihood), analiza wariancji
(ANOVA), test Fishera (F-test) czy
informacja Fishera.
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Przypadek jednowymiarowy

W skrócie: jak odróżnić, do której klasy należy dany przypa-
dek?

Przypadek jednowymiarowy

Mamy dwie klasy: A i B. Każda obserwacja i ma wartość xi .

x

Klasa A

Klasa A Klasa BKlasa A Klasa B

Liczymy średnią arytmetyczną w klasach x̄A x̄B

Klasa A Klasa B

Liczymy średnią arytmetyczną w klasach x̄A x̄B

Klasa A Klasa B

Liczymy średnią arytmetyczną w klasach x̄A x̄B

Liczymy średnią arytmetyczną x∗ = 1
2 (x̄A + x̄B)

Reguła decyzyjna

Pojawia się nowa obserwacja j . Do której klasy ją zaliczymy?

Jezeli
{

xj < x∗ =⇒ xj ∈ A
xj > x∗ =⇒ xj ∈ B
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Klasa A Klasa B
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Przypadek dwuwymiarowy

A co w dwóch wymiarach?

Przypadek dwuwymiarowy
Mamy dwie klasy: A i B. Szukamy kierunku a, na który można
zrzutować obserwacje.

x1

x2

a1a1a1

a2a2a2
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Ogólny opis teoretyczny

Mamy próby należące do dwóch klas y ∈ {A,B}: (x1, y1), (x2, y2), ...,
(xn, yn), gdzie xi to i-ta obserwacja, a yi to jej przynależność do
jednej z klas.

Każdy element x jest
wektorem kolumnowym
o długości p

x̄i =


x1

i
x2

i
...

xp
i


Wartość p określa
wymiar układu (ogólnie
niekoniecznie przestrzeń
fizyczna).

W kadej klasie możemy wyznaczyć
wartość średnią

x̄ =
1
n

i=n∑
i=1

xi

oraz macierz kowariancji

S =
1

n − 1

i=n∑
i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)T
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Ogólny opis teoretyczny

Główne założenie metody LDA: macierze kowariancji w obu kla-
sach są takie same. W efekcie macierz kowariancji wewnątrz-
grupowej W wyraża się wzorem:

W =
1

n − 2

2∑
k=1

(nk − 1)Sk =
1

n − 2

2∑
k=1

nk∑
i=1

(xki − x̄k )(xki − x̄k )T

Sk - macierz kowariancji w klasie k ,
n = n1 + n2 - liczba danych w obu klasach

Oczywiście, w rzeczywistości ciężko znaleźć przypadki o takich
samych macierzach kowariancji, ale podejście dość dobrze pra-
cuje nawet w przypadku odchyłek.
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Ogólny opis teoretyczny

Reguła dyskryminacyjna

Znajdź taki kierunek ã, który najlepiej rozdziela podpróby
uczące. Za miarę rozdzielności weź kwadrat odległości pomię-
dzy średnimi arytmetycznymi wzdłuż kierunku a, znormalizo-
wany przez zmienność klas w kierunku a.

J =

(
aT x̄2 − aT x̄1

)2

aT Wa
(1)

Zmienność obserwacji wewnątrz klas w kierunku a:

Var(aT x) = aT W a
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Ogólny opis teoretyczny

Czyli szukamy wektora maksymalizującego wyrażenie dane
równaniem (1). W tym celu różniczkujemy (1) po a

dJ
da

=
d

da

[(
aT x̄2 − aT x̄1

)2

aT Wa

]
= (2)

=
2aT WaaT (x̄2 − x̄1)(x̄2 − x̄1)T − 2[aT (x̄2 − x̄1)]2aT W

(aT Wa)2

i przyrównujemy mianownik do zera. Wyróżnione elementy są
skalarami, oznaczymy je jako A i B:

A (x̄2 − x̄1)T − B aT W = 0
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Ogólny opis teoretyczny

Ostatecznie, wektor ã, maksymalizujący wyrażenie J ma po-
stać

(Pierwszy) wektor kanoniczny

ã ∼W−1(x̄2 − x̄1)

Czyli obserwacja x spełniająca warunek

Warunek dyskryminacyjny

|ãT (x− x̄1)| < |ãT (x− x̄2)|

zostanie uznana za przynależną do klasy A. Natomiast hiper-
płaszczyzna dyskryminacyjna jest dana równaniem

Hiperpłaszczyzna dyskryminacyjna

(x̄2 − x̄1)T W−1
[
x− 1

2
(x̄1 + x̄2)

]
= 0
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Przykład

Przykład 1 - 2D
(rozkłady symetryczne)

x1 =

[
2 2 2 1 3
2 1 3 2 2

]
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Przykład

Przykład 2 - 2D
(rozkłady eliptyczne)
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Przykład

Przykład 2 - 2D
(rozkłady eliptyczne)
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Przykład

Przykład 2 - 2D
(rozkłady eliptyczne)
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Przykład

Przykład 3 - 3D
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 2 2 2 1 3 2 2
2 1 3 2 2 2 2
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
x2 =

 4 4 4 3 5 4 4
4 3 5 4 4 4 4
4 4 4 4 4 3 5


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Można zauważyć, że

(
aT x̄2 − aT x̄1

)2
= aT (x̄2 − x̄1)(x̄2 − x̄1)T a = (3)

=
n1 + n2

n1n2
aT

2∑
k=1

nk (x̄k − x̄)(x̄k − x̄)T a

gdzie x̄ to średnia ogólna ze wszystkich obserwacji.

Możemy
dzięki temu zdefiniować macierz charakteryzującą zmienność
międzygrupową

Macierz kowariancji międzygrupowej

B =
2∑

k=1

nk (x̄k − x̄)(x̄k − x̄)T
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dzięki temu zdefiniować macierz charakteryzującą zmienność
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W efekcie maksymalizacja ze względu na a ilorazu(
aT x̄2 − aT x̄1

)2

aT Wa

jest równoznaczna maksymalizacji wyrażenia

aT Ba
aT Wa

,

co daje możliwość uogólnienia metody Fishera na liczbę g > 2
klas.
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Problem dyskryminacyjny g > 2

Znajdź kierunek ã maksymalizujący wyrażenie

aT Ba
aT Wa

gdzie

Macierz kowariancji międzygrupowej

B =
1

g − 1

g∑
k=1

nk (x̄k − x̄)(x̄k − x̄)T

i
Macierz kowariancji wewnątrzgrupowej

W =
1

n − g

g∑
k=1

nk (nk − 1)Sk
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Rozwiązanie g > 2

Wektor ã maksymalizujący wyrażenie

aT Ba
aT Wa

jest wektorem własnym macierzy W−1B, odpowiadającym
największej wartości własnej tej macierzy

Reguła decyzyjna

Obserwację x przypisujemy do klasy j ,jeżeli

|ãT (x− x̄j)| < |ãT (x− x̄k)|

dla wszystkich k 6= j .
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aT Ba
aT Wa

jest wektorem własnym macierzy W−1B, odpowiadającym
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Przykład 4 - g = 5

x̄1 =

[
2
2

]
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